
ППООННЯЯТТИИЕЕ  ППРРООИИЗЗВВООДДННООЙЙ  ФФУУННККЦЦИИИИ  

  

ППууссттьь  ииммеееемм  ффууннккццииюю  )(xf ,,  ооппррееддееллееннннууюю  ннаа  ммнноожжеессттввее  X   ии  ппууссттьь  ттооччккаа  Xx 0 --  

ввннууттрреенннняяяя  ттооччккаа,,  тт..ее..  ттооччккаа  ддлляя  ккооттоорроойй  ссуущщеессттввууеетт  ооккрреессттннооссттьь    Xxx   00 ; ..  

ВВооззььммеемм  ллююббууюю  ттооччккуу     00 ; xxx   ии  ооббооззннааччиимм  ччеерреезз  0 ,x x x  
  
аа  

     .00 xfxfxf    

0xxx    ннааззыыввааееттссяя  ппрриирраащщееннииеемм  ааррггууммееннттаа,,  аа       00 xfxfxf    ппрриирраащщееннииеемм  

ффууннккццииии..  

ООппррееддееллееннииее..  ППррооииззввоодднноойй  ффууннккццииии  )(xf   вв  ттооччккее  0x   ии  ннааззыыввааееттссяя  ссллееддууюющщиийй  ппррееддеелл::  
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еессллии  ээттоотт  ппррееддеелл  ссуущщеессттввууеетт  ии  ккооннееччннооее  ччииссллоо,,  ии  

ооббооззннааччааюютт  ччеерреезз   0xf    

ГГееооммееттррииччеессккиийй  ссммыысслл  ппррооииззввоодднноойй..  ППууссттьь  ииммеееемм  ффууннккццииюю    )(xfy  ..  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    

  

  

РРаассссммооттрриимм  ппрряяммууюю,,  ппррооххооддяящщууюю  ччеерреезз  ттооччккуу   )(; 00 xfxA   ии   )(; xfxB ..  ППрряяммааяя  ААВВ  

ннааззыыввааееттссяя  ссееккуущщеейй  кк  ккррииввоойй  )(xfy  ..  УУггллооввоойй  ккооээффффииццииееннтт  ссееккуущщеейй  ААВВ,,  ррааввеенн  
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..  ООббооззннааччиимм  ччеерреезз     ууггоолл  ммеежжддуу  ссееккуущщеейй  ии  ппооллоожжииттееллььнныымм  ннааппррааввллееннииеемм  

ооссии  OX ..  ТТооггддаа  
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 ..  УУггоолл     ззааввииссиитт  оотт  0x ии  x ..  ЕЕссллии  ииззммеенняяттьь  x ,,  аа  0x   

ффииккссииррооввааттьь,,  ттоо     ббууддеетт  ммеенняяттььссяя..  ЕЕссллии  ссуущщеессттввууеетт  tg
x 0
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,,  ииллии,,  еессллии  ссуущщеессттввууеетт  

ппррееддееллььннооее  ззннааччееннииее  ссееккуущщеейй,,  ттоо  ээттоо  ббууддеетт  ннааззыыввааееттссяя  ккаассааттееллььнноойй,,  ккооттооррааяя  ооббррааззууеетт  ууггоолл    
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,,  ттооггддаа  ээттоо  

ччииссллоо  яяввлляяееттссяя  ууггллооввыымм  ккооээффффииццииееннттоомм  ппрряяммоойй,,  ккооттооррааяя  ппррооххооддиитт  ччеерреезз  ттооччккии  

 0 0; ( )x f x ..  ТТ..ее..   0xf    ––  ууггллооввоойй  ккооээффффииццииееннтт  ккаассааттееллььнноойй,,  ппррооххооддяящщеейй  ччеерреезз  ттооччккуу  сс  

ааббссццииссссоойй  0x ..  ООттссююддаа  ммоожжнноо  ппооллууччииттьь  ууррааввннееннииее  ккаассааттееллььнноойй..  ККаассааттееллььнноойй  ннааззыыввааееттссяя  

ппрряяммааяя  y kx b    сс  ууггллооввыымм  ккооээффффииццииееннттоомм   0k f x ,,  ппррооххооддяящщааяя  ччеерреезз  ттооччккуу  

 0 0; ( )x f x ..  ТТааккиимм  ооббррааззоомм,,    bxxfy  0 ,,        bxxfxf  000      

    000 xxxfxfy  ,,  

ЭЭттоо  ууррааввннееннииее  ккаассааттееллььнноойй  кк  ккррииввоойй  y kx b    сс  ааббссццииссссоойй  0x ..  
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ССВВЯЯЗЗЬЬ  ММЕЕЖЖДДУУ  ППРРООИИЗЗВВООДДННООЙЙ  ИИ  ННЕЕППРРЕЕРРЫЫВВННООССТТЬЬЮЮ  ФФУУННККЦЦИИИИ  

ФФООРРММУУЛЛАА  ППООЛЛННООГГОО  ППРРИИРРААЩЩЕЕННИИЯЯ  ФФУУННККЦЦИИИИ  

  

ТТееооррееммаа..  ЕЕссллии  ффууннккцциияя   xf   ииммеееетт  ппррооииззввооддннууюю  вв  ттооччккее  0x ,,  ттоо    

          xxxxfxfxfxf  000 ,,        ((11))  

ггддее     xox  ..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::  еессллии  ффууннккцциияя  ииммеееетт  ппррооииззввооддннууюю  вв  ттооччккее  0x   ттоо  ииммеееетт  ммеессттоо::    
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00 ..  УУммнноожжиимм  ооббее  ччаассттии  

ннаа  x   ппооллууччиимм  ффооррммууллуу  ((11))::            xxxxfxfxxf  000 ..  ИИзз  ((11))   ,,  ччттоо  еессллии  

ддлляя  ффууннккццииии  f   ссуущщеессттввууеетт  ппррооииззввооддннааяя  вв  ттооччккее  0x ,,  ттоо  вв  ээттоойй  ттооччккее  ффууннккцциияя  ннееппррееррыыввннаа..  

  

ППооллууччееннннууюю  ффооррммууллуу  ззааппиишшеемм  ссллееддууюющщиимм  ооббррааззоомм::  

  

     xxxfxf  00         ((22)),,  

ггддее      xxx  ,,  тт..ее..  ииззммееннееннииее  ффууннккццииии  вв  ттооччккее  0x ––  ппррооииззввееддееннииее  ппррооииззввоодднноойй  ии  

ааррггууммееннттаа..  ФФооррммууллаа  ((22))  ––  ннааззыыввааееттссяя  ффооррммууллоойй  ддлляя  ппрриирраащщеенниийй  ффууннккццииии..  

  

ССллееддссттввииее::  еессллии  ффууннккцциияя   xf   ииммеееетт  ппррооииззввооддннууюю  вв  ттооччккее  0x ,,  ттоо  ооннаа  ннееппррееррыыввннаа  вв  ттооччккее  

0x   ((тт..ее..  ннееппррееррыыввннооссттьь  ффууннккццииии  вв  ттооччккее  0x   ––  ээттоо  ннееооббххооддииммооее  ууссллооввииее  ссуущщеессттввоовваанниияя  

ппррооииззввоодднноойй  ффууннккццииии  вв  ттооччккее  0x ))..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::    

ППооккаажжеемм,,  ччттоо  еессллии  ффууннккцциияя   xf   ддииффффееррееннццииррууееммаа  вв  ттооччккее  0x ,,  ттоо  ооннаа  ннееппррееррыыввннаа  вв  

ттооччккее  0x ..  ВВооззььммеемм  0 ..  ММыы  ддооллжжнныы  ннааййттии  ттааккооее  0 ,,  ччттоо  

      00 , xxxfxf ..  ТТ..кк..     x o x   ,,  ддооппууссттиимм,,  ччттоо  ссуущщеессттввууеетт  ттааккааяя  

ооккрреессттннооссттьь  ттооччккии  0x ,,  ччттоо   x x   ..  ТТооггддаа,,  еессллии  
 0 1f x
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         0 0 01 1f x f x f x x f x            ..  ЭЭттоо  ннееооббххооддииммооее  нноо  ннее  ддооссттааттооччннооее    

ууссллооввииее  ддлляя  ссуущщеессттввоовваанниияя  ппррооииззввоодднноойй..  
  

  

ООДДННООССТТООРРООННННИИЕЕ  ППРРООИИЗЗВВООДДННЫЫЕЕ  
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ДДлляя  ттооггоо,,  ччттооббыы  ффууннккцциияя   xf   ииммееллаа  ппррооииззввооддннууюю  вв  ттооччккее  0x ,,  ннееооббххооддииммоо  ии  ддооссттааттооччнноо,,  

ччттооббыы  ссуущщеессттввооввааллии  ооддннооссттооррооннннииее  ппррооииззввоодднныыее  ии  ррааввнняяллииссьь  ммеежжддуу  ссооббоойй..  

ДДееййссттввииттееллььнноо,,  рраассссммооттрриимм  ффууннккццииюю    xxf  ..  
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,,  тт..ее..  ооддннооссттооррооннннииее  

ппррооииззввоодднныыее  ссуущщеессттввууюютт  ии  ннее  ррааввнныы  ммеежжддуу  ссооббоойй,,  ооттккууддаа  ссллееддууеетт,,  ччттоо  ффууннккцциияя  вв  ттооччккее  00  

ннее  ииммеееетт  ппррооииззввоодднноойй..  

  

ППррааввииллаа  ввыыччииссллеенниияя  ппррооииззввоодднноойй..  

РРаассссммооттрриимм  ффууннккццииюю   xf ,,  ии  ппууссттьь  ооннаа  ииммеееетт  ппррооииззввооддннууюю  вв  ллююббоойй  ттооччккее  x ..  ТТооггддаа  ммыы  

ппооллууччиимм  ннооввууюю  ффууннккццииюю   f x ..    

ППууссттьь  ииммеееемм  ффууннккццииии  )()( xvuxu ,,  ккооттооррыыее  ооппррееддееллеенныы    ии  ннаа  ммнноожжеессттввее  X   ии  ииммееюютт  

ппррооииззввоодднныыее  ээттоомм  ммнноожжеессттввее,,  аа  c ––  ллююббооее  ппооссттоояяннннооее  ччииссллоо..  ТТооггддаа::  
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00

00

0

0

0

000

limlim
)(

lim

xv

xuxvxvxu

xvxvxx

xvxvxu

xvxvxx

xuxuxv

xvxvxx

xuxvxvxu

xx

xv

xu

xv

xu

xxxxxx

00
|

)(

)()()()(
|

)(

)(
2 xxxx

xv

xuxvxvxu

xv

xu















..  

  

ППРРООИИЗЗВВООДДННААЯЯ  ССЛЛООЖЖННООЙЙ    ФФУУННККЦЦИИИИ  

ППууссттьь  ффууннккцциияя  f   ооппррееддееллееннаа  ннаа  ммнноожжеессттввее  A   ии  ппррииннииммааеетт  ззннааччеенниияя  иизз  B   

 BAf : ,,  аа  ффууннккцциияя  g   ооппррееддееллееннаа  ннаа  ммнноожжеессттввее  B   ии  ппррииннииммааеетт  ззннааччеенниияя  иизз  C   

 CBg : ,,  ттооггддаа      xfgxh     CAh : ннааззыыввааееттссяя    ссллоожжнноойй  ффууннккццииеейй..  

ТТееооррееммаа..  ЕЕссллии  ффууннккцциияя  f   ииммеееетт  ппррооииззввооддннууюю  вв  ттооччккее  0x ,,  аа  ффууннккцциияя  g ииммеееетт  

ппррооииззввооддннууюю  вв  ттооччккее   ,00 xfy    ттооггддаа  ффууннккцциияя  h   ииммеееетт  ппррооииззввооддннууюю  вв  ттооччккее  0x   ии  

      000 xfxfgxh  ..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::  РРаассссммооттрриимм  ппрриирраащщееннииее  ффууннккццииии  h ::  

         0000 xfgxxfgxhxxh  ..  РРааззддееллиимм  ооббее  ччаассттии  ссооооттнноошшеенниияя  ннаа  x ::  

               
   

   
x

xfxxf

xfxxf

xfgxxfg

x

xfgxxfg

x

xhxxh


















 00

00

000000
..  

ЕЕссллии  ддлляя  ффууннккццииии  f   ссуущщеессттввууеетт  ппррооииззввооддннааяя  вв  ттооччккее  0x ,,  ттоо  вв  ээттоойй  ттооччккее  ффууннккцциияя  

ннееппррееррыыввннаа,,  тт..ее..     00 xfxxf    ппррии  0x ..  РРаассссммооттрриимм  

   
   

     
   

   

      000

00

0
00

0000

0
limlimlim

00

xhxfxfg

x

xfxxf

xfxxf

xfgxxfg

x

xhxxh

xxfxxfx


















   

  

      000 xfxfgxh  ..  

  

ППРРООИИЗЗВВООДДННААЯЯ  ООББРРААТТННООЙЙ    ФФУУННККЦЦИИИИ  

BAf :   ии  f ––  ввззааииммнноо  ооддннооззннааччннааяя  ффууннккцциияя  

ABf  :1
,,  ии  ииммеееетт  ммеессттоо  ссллееддууюющщееее  ттоожжддеессттввоо::  

   .,1 Axxxff 
..    ТТаакк  ккаакк    xff 1

  ссллоожжннааяя  ффууннккцциияя,,  ттоо  сс  ппррииммееннееннииеемм  ффооррммууллыы  

ппррооииззввоодднноойй  ссллоожжнноойй  ффууннккццииии  ппооллууччиимм::    

        
  yxf

yfxfxff









  11

1 11
..  ТТааккиимм  ооббррааззоомм,,  ппооллууччиимм  ссллееддууюющщууюю  

ттееооррееммуу::    

ТТееооррееммаа..  ЕЕссллии  ддлляя  ффууннккццииии  f   ссуущщеессттввууеетт  ппррооииззввооддннааяя    00  xf ,,  ттоо  ддлляя  ооббррааттнноойй  

ффууннккццииии  
1f   ссуущщеессттввууеетт   

0

1 yf   ии      
 0

0

1 1

xf
yf





..  

  

  

  



ППРРООИИЗЗВВООДДННААЯЯ  ЭЭЛЛЕЕММЕЕННТТААРРННЫЫХХ    ФФУУННККЦЦИИЙЙ  

11..  f x const ,,    

ттооггддаа  ппррооииззввооддннааяя  ббууддеетт    0 xf ;;  

22..   nxxf  ,,  n N ..  

ППррооииззввооддннааяя  ббууддеетт   
  

0 0

1 2 1
0 0 0 10

0 0

0 0

...
lim lim

n n nn n
n

x x x x

x x x x x xx x
f x nx

x x x x

  



 

   
   

 
..  

  1 nnxxf ..  

  

ППРРООИИЗЗВВООДДННААЯЯ  ТТРРИИГГООННООММЕЕТТРРИИЧЧЕЕССККИИХХ    ФФУУННККЦЦИИЙЙ  

11..    xxf sin ,,    

ттооггддаа  ппррооииззввооддннааяя  ббууддеетт   
0 0

0 0

0
0 0

00

sin cos
sin sin 2 2lim lim cos

2

x x x x

x x x x
x x

f x x
x xx x 

 


   


..  

  xxf cos   

22..  ААннааллооггииччнноо  ддлляя  ффууннккццииии    xxf cos ::    

 
0 0

0 0

0
0 0

00

2sin sin
cos cos 2 2lim lim sin

2

x x x x

x x x x
x x

f x x
x xx x 

 



    


..  

  xxf sin   

33..    tgxxf  ,,    

ттооггддаа  ппррооииззввооддннааяя  ббууддеетт   
2 2

2 2

sin cos sin 1

cos cos cos

x x x
f x

x x x


 

    
 

..  

  

44..  ААннааллооггииччнноо  ддлляя  ффууннккццииии    ctgxxf  ::    

 
xx

x
xf

2sin

1

sin

cos












   

  

ППРРООИИЗЗВВООДДННААЯЯ  ООББРРААТТННЫЫХХ  ТТРРИИГГООННООММЕЕТТРРИИЧЧЕЕССККИИХХ  ФФУУННККЦЦИИЙЙ  

11..    arcsinf x x ,,  

тт..кк..sin(arcsin )x x ,,   1;1x ,,  ттоо      

     
2

1 1
sin(arcsin ) cos(arcsin ) arcsin 1 arcsin

cos(arcsin ) 1
x x x x x

x x

        


  

 
2

1

1
f x

x
 


..  

22..    arccosf x x ,,  

тт..кк..  arcsin arccos
2

x x


  ,,  ттоо    

   
2

1

1
f x

x
  


  

33..    arcf x tgx ,,  

тт..кк.. (arc )tg tgx x ,,  Rx ,,  ттоо      

      2

2 2

1 1
(arc ) arc 1 arc cos (arc )

cos (arc ) 1
tg tgx x tgx tgx tgx

tgx x

        


  



 
2

1

1
f x

x
 


..  

44..    ar cf x c tgx ,,  

тт..кк..  arc arcc
2

tgx tgx


  ,,  ттоо    

   
2

1

1
f x

x
  


..  

  

ППРРООИИЗЗВВООДДННААЯЯ  ППООККААЗЗААТТЕЕЛЛЬЬННООЙЙ    ФФУУННККЦЦИИИИ  

11..   xf x a ,,    

ттооггддаа  ппррооииззввооддннааяя  ббууддеетт    

 
 0 0

0

0

0 0

0

0 0

1
lim lim ln

x x xxx
x

x x x x

a aa a
f x a a

x x x x



 


   

 
;;  

22..вв  ччаассттннооссттии,,  ккооггддаа    xf x e ,,    

ппррооииззввооддннааяя  ббууддеетт    

 
 0 0

0

0

0 0

0

0 0

1
lim lim

x x xxx
x

x x x x

e ee e
f x e

x x x x



 


   

 
;;  

  

ППРРООИИЗЗВВООДДННААЯЯ  ЛЛООГГААРРИИФФММИИЧЧЕЕССККООЙЙ    ФФУУННККЦЦИИИИ  

11..   lnf x x ,,    

ттооггддаа  ппррооииззввооддннааяя  ббууддеетт    

 
0 0

0
0

00 0 0
0 0

0 0
0 0 0 0

0

ln 1ln ln
ln ln 1 1

lim lim lim lim

0
x x x x t t

tt xx
x x t

xx x x x
f x x x t

tx x x x t x x
t

x

   

 
   

           
 



;;  

22..   logaf x x ,,    

тт..кк..   
ln

log
ln

a

x
f x x

a
    

ттооггддаа  ппррооииззввооддннааяя  ббууддеетт    

 
1

ln
f x

x a
  ..  

  

ППРРООИИЗЗВВООДДННААЯЯ  ССТТЕЕППЕЕННННООЙЙ    ФФУУННККЦЦИИИИ  

11..  f x x ,,  R    

тт..кк..    ln lnx xf x x e e
      

ттооггддаа  ппррооииззввооддннааяя  ббууддеетт     ln lnxf x e x    
1ln  

 

xe
x

x
..  

ДДИИФФФФЕЕРРЕЕННЦЦИИРРУУЕЕММООССТТЬЬ  ИИ  ДДИИФФФФЕЕРРЕЕННЦЦИИААЛЛ  ФФУУННККЦЦИИИИ  

ККаакк  ииззввеессттнноо  )()()( 000 xfxxfxf  ––  ннааззыыввааееттссяя  ппрриирраащщееннииеемм  ффууннккццииии  вв  

ттооччккее  0x ..  

ВВооззннииккааеетт  ввооппрроосс  ммоожжнноо  ллии  ппрриирраащщееннииее  ффууннккццииии  )( 0xf   ппррееддссттааввииттьь  вв  ввииддее::  

)()()( 000 xfxxfxf  )( xoxA  ,,          ((11))  

ггддее  A ннееккооттооррааяя  ппооссттоояяннннааяя..  



ЕЕссллии  ииммеееетт  ммеессттоо  ((11)),,  ттоо  ффууннккцциияя  )(xf вв  ттооччккее  0x   ннааззыыввааееттссяя  ддииффффееррееннццииррууееммоойй,,  аа  

ввыырраажжееннииее  xA  ,,  ккооттооррааяя  яяввлляяееттссяя  ггллааввнноойй  ччаассттььюю  ппрриирраащщеенниияя  ффууннккццииии,,  ––  ннааззыыввааееттссяя  

ддииффффееррееннццииааллоомм  ффууннккццииии  вв  ттооччккее  0x ..  

ТТееооррееммаа..  ДДлляя  ттооггоо  ччттооббыы  ффууннккцциияя  f   ббыыллаа  ддииффффееррееннццииррууееммаа  вв  ттооччккее  0x   ннееооббххооддииммоо  ии  

ддооссттааттооччнноо  ччттооббыы  ооннаа  ииммееллаа  ппррооииззввооддннууюю  вв  ттооччккее  0x   ии   0xfA  ..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::    

ппууссттьь  
   

 
   

    










xoxf

x

xfxxf
xf

x

xfxxf

xx
0

00
0

00

0

lim   

          ,0000 xxoxxfxfxxfxf  ггддее   0xfA  ..  

ННааооббоорроотт,,  ппууссттьь        ,0 xxoxAxf    тт..ее..  ффууннккцциияя  ддииффффееррееннццииррууееммаа  вв  ттооччккее  0x ..  

ППооккаажжеемм,,  ччттоо      Axfuxf  00 ..  

ООббее  ччаассттии  ттоожжддеессттвваа  ((11))  ррааззддееллиимм  ннаа  ,x   ппооллууччиимм  
 

 xoA
x

xf




 0 ппррии  0x   ппррааввааяя  

ччаассттьь  ииммеееетт  ппррееддеелл,,  ррааввнныыйй  A ,,  ссллееддооввааттееллььнноо,,  ллееввааяя  ччаассттьь  ттоожжее  ииммеееетт  ппррееддеелл,,  ккооттооррыыйй  

ррааввеенн   0xf     Axf 
0 ..  


 

     AxfAxoA
x

xf

xx


 
0

0

0

0
limlim ..    

ТТааккиимм  ооббррааззоомм,,  ссуущщеессттввооввааннииее  ппррооииззввоодднноойй  ффууннккццииии  ннееооббххооддииммооее  ии  ддооссттааттооччннооее  ууссллооввииее  

ддлляя  ддииффффееррееннццииррууееммооссттии,,  ппооттооммуу  вв  ддааллььннееййшшеемм  ффууннккццииии  ккооттооррыыее  ииммееюютт  ппррооииззввооддннууюю  вв  

ттооччккее  0x   ннааззыыввааееттссяя  ддииффффееррееннццииррууееммоойй  вв  ттооччккее  0x ..  

  

ГГллааввннааяя  ччаассттьь  ппрриирраащщеенниияя  ((11))  ннааззыыввааееттссяя  ддииффффееррееннццииааллоомм  ффууннккццииии  вв  ттооччккее  0x   ии  

ооббооззннааччааееттссяя         dxxfxxfxdf 000
 ,,  ггддее  dx ––  ллююббооее  ппрриирраащщееннииее  ааррггууммееннттаа..  

ССллееддооввааттееллььнноо,,  ддииффффееррееннццииаалл  ффууннккццииии  вв  ттооччккее  ––  ээттоо  ллииннееййннааяя  ффууннккцциияя  ооттннооссииттееллььнноо  

ппрриирраащщеенниияя  x ..  

ГГееооммееттррииччеессккиийй  ссммыысслл  ддииффффееррееннццииааллаа..    ППууссттьь  ииммеееемм  ффууннккццииюю    )(xfy  ..  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    

  

)()()( 000 xfxxfxfBC  ,,  xAC  ..  ППррооввееддеемм  ккаассааттееллььннууюю  вв  ттооччккее  A ,,  ккооттооррааяя  

ппеерреессееккааеетт  BC   вв  ттооччккее  D ..  ТТооггддаа     00 xdfxxftgACDC   ..  0BD   ппррии    

0x ,,  DCBC  ..  ЭЭттоо  ддааеетт  ввооззммоожжннооссттьь  ппооссччииттааттьь  ппррииббллииззииттееллььнноо  )( 0xf   ппоо  ффооррммууллее  

    xxfxf  00 ..  

ППррииммеерр..  
3)( xxf  ;;  

    ff((xx00))  

ff((xx))  

DD  

xx  

AA  

xx00  

BB  

      

yy  

xx  

CC  
   



  
  .33333

2)()()(

2

0

32

0

2

0

2

0

2

0

2

000

2

0

2

000

3

0

3

0

xxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx




  

ТТ..ее..  ппрриирраащщееннииее  вв  ттооччккее  0x   ффууннккццииии  
3)( xxf    ппррииббллииззииттееллььнноо  ммоожжнноо  ппооссччииттааттьь  ппоо  

ффооррммууллее::      xxxxfxf  2

000 3 ..        

ТТЕЕООРРЕЕММАА  ФФЕЕРРММАА  

ООппррееддееллееннииее..  ППууссттьь  ииммеееемм  ффууннккццииюю  f   ооппррееддееллееннннууюю  ннаа  ммнноожжеессттввее  X ,,  ии  0x

ввннууттрреенннняяяя  ттооччккаа..    ТТооччккаа  0x ннааззыыввааееттссяя  ттооччккоойй  ммааккссииммууммаа  ((ттооччккоойй  ммииннииммууммаа))  ффууннккццииии  

f ,,  еессллии    Xxx   00 ; ,,  ччттоо     00 ; xxx      0xfxf    ((    0xfxf  ))..  ТТооччккии  

ммааккссииммууммаа  ии  ммииннииммууммаа  ннааззыыввааююттссяя  ттооччккааммии  ээккссттррееммууммаа..  

  

ТТееооррееммаа  ФФееррммаа  ((ннееооббххооддииммооее  ууссллооввииее  ддлляя  ээккссттррееммууммаа))..  ЕЕссллии  ввннууттрреенннняяяя  ттооччккаа  0x

яяввлляяееттссяя  ттооччккоойй  ээккссттррееммууммаа  ддлляя  ддииффффееррееннццииррууееммоойй  ффууннккццииии  f ,,  ттооггддаа    00  xf ..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::  тт..кк..  ттооччккаа  0x ввннууттрреенннняяяя  ттооччккаа,,  ттоо    Xxx   00 ; ..  ЕЕссллии   0xf    

ттоо     ччттоо  ооддннооссттооррооннннииее  ппррооииззввоодднныыее  ттоожжее  ссуущщеессттввууюютт  ии  ррааввнныы  ммеежжддуу  ссооббоойй..  ДДооппууссттиимм,,  

ччттоо  0x ттооччккаа  ммааккссииммууммаа,,  тт..ее..     0xfxf       00 ; xxx ..  РРаассссммооттрриимм  

   

0

0

xx

xfxf




..    ЕЕссллии  00  xx   ттоо  

   
0

0

0 




xx

xfxf
     

   
0lim

0

0

0

0







 xx

xfxf

xx
xx

..  ЭЭттоо  ззннааччиитт,,  ччттоо  

    00 00  xfxf ..            ((**))  

РРаассссммооттрриимм  ппррооииззввооддннууюю  ссллеевваа  
   

0

0

0

0

lim
xx

xfxf

xx
xx 






..  ТТ..кк..     0xfxf    ии  00  xx    

   
0

0

0 




xx

xfxf
  ии  

   
0lim

0

0

0

0







 xx

xfxf

xx
xx

..  ССллееддооввааттееллььнноо,,  ммоожжнноо  ссккааззааттьь,,  ччттоо  

    00 00  xfxf ..            ((****))  

ИИзз    ((**))  ии    ((****))       00  xf ..  ЧЧ..тт..дд..  

ЗЗааммееччааннииее::  ООббооззннааччиимм    0,  xfxA ..  ДДлляя  ддииффффееррееннццииррууееммоойй  ффууннккццииии  ––  ээттоо  

ммнноожжеессттввоо,,  ггддее  ннааххооддяяттссяя  ввссее  ттооччккии  ээккссттррееммууммаа  ффууннккццииии..  ММнноожжеессттввоо  A ––  ннааззыыввааееттссяя  

ммнноожжеессттввоомм  ссттааццииооннааррнныыхх  ((ккррииттииччеессккиихх))  ттооччеекк..  

  

  

  

ГГррааффииччеессккии  ээттоо  ооззннааччааеетт,,  

ччттоо  еессллии  ттооччккаа  0x   ––  ттооччккаа  

ээккссттррееммууммаа,,  ттоо  ккаассааттееллььннааяя,,  

ппррооввееддееннннааяя  вв  ттооччккее    0x ,,  

ппааррааллллееллььннаа  ооссии  OX ,,  ии  

ссллееддооввааттееллььнноо    0 xf ..  

  

  

  

  

  

  

  

  

yy  

xx  
00  

xx00  



ЭЭттаа    ттееооррееммаа  яяввлляяееттссяя  ннееооббххооддииммыымм,,  нноо  ннее  ддооссттааттооччнныымм  ууссллооввииеемм  ддлляя  ссуущщеессттввоовваанниияя  

ээккссттррееммууммаа..  

ННааппррииммеерр,,  
3xy  ..    

  03 2  xy    0x ..ТТооччккаа  0x   яяввлляяееттссяя  ккррииттииччеессккоойй  ттооччккоойй,,  нноо  ннее  яяввлляяееттссяя  ттооччккоойй  

ээккссттррееммууммаа,,  ттаакк  ккаакк  вв  ооккрреессттннооссттии  ээттоойй  ттооччккии  ффууннккцциияя  ппррииннииммааеетт  ккаакк  ппооллоожжииттееллььнныыее,,  ттаакк  

ии  ооттррииццааттееллььнныыее  ззннааччеенниияя..  

  
  

ТТЕЕООРРЕЕММАА  РРООЛЛЛЛЯЯ  

ТТееооррееммаа  РРоолллляя..  ППууссттьь  ииммеееемм  ффууннккццииюю  f ,,  ккооттооррааяя  ннееппррееррыыввннаа  ннаа  ооттррееззккее     ba;   ии  ииммеееетт  

ккооннееччннууюю  ппррооииззввооддннууюю  ннаа  ииннттееррввааллее   ba; ,,  аа  ттааккжжее  ннаа  ккооннццаахх  ппррииннииммааеетт  ррааввнныыее  

ззннааччеенниияя,,  тт..ее..     bfaf  ..  ТТооггддаа,,  ссуущщеессттввууеетт  ттааккааяя  ттооччккаа   bac ; ,,  ччттоо    0 cf   

ЗЗааммееччааннииее..    ДДааннннааяя  ттооччккаа  ммоожжеетт  ббыыттьь  ннее  ееддииннссттввеенннноойй..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::    ППоо  IIII  ттееооррееммее  ВВееййеерршшттрраассссаа,,  еессллии  ффууннккцциияя  f   ннееппррееррыыввннаа  ннаа  ооттррееззккее    

 ba; ,,  ттоо  ооннаа  ппррииннииммааеетт  ннааииббооллььшшееее  ии  ннааииммееннььшшееее  ззннааччеенниияя  ннаа  ээттоомм  ооттррееззккее,,  тт..ее..  

ссуущщеессттввууюютт  ттааккииее  ттооччккии   baxx ;, 21  ,,  ччттоо  
 

    Mxfxf
bax




1
;

max   ии  

 
    mxfxf

bax



2

;
min ..      

РРаассссммооттрриимм  ддвваа  ссллууччааяя::  

11))  ППууссттьь  mM      constxf )(   mxf )(      0)(  xf    c ллююббааяя  ттооччккаа  иизз   ba; ..  

22))  ППууссттьь  mM  ..  ТТ..кк..       bfaf    ии  mM     ччттоо  ххооттяя  ббыы  ооддннаа  иизз  ээттиихх  ттооччеекк  21 , xx   ннее  

ссооввппааддааеетт  сс  ттооччккааммии    bua ..  ДДооппууссттиимм,,  ччттоо   bax ;1   ии  ввннууттрреенннняяяя  1x ттооччккаа  

ээккссттррееммууммаа  ддлляя  ддииффффееррееннццииррууееммоойй  ффууннккццииии  f ..  ИИзз  ттееооррееммыы  ФФееррммаа     ччттоо,,  ооббяяззааттееллььнноо    

  .0 11 cxxf    ЧЧ..тт..дд..  

ГГееооммееттррииччеессккии  ттееооррееммаа  РРоолллляя  ооззннааччааеетт,,  ччттоо  ннаа  

ггррааффииккее  ффууннккццииии   xfy    ннааййддееттссяя  ттооччккаа,,  вв  

ккооттоорроойй  ккаассааттееллььннааяя  кк  ггррааффииккуу  ппааррааллллееллььннаа  ооссии  

OX ..  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

X

Y
3xy 

yy  

xx  
00  сс  aa  bb  



ТТЕЕООРРЕЕММАА  ЛЛААГГРРААННЖЖАА    

ИИЛЛИИ  ФФООРРММУУЛЛАА    ККООННЕЕЧЧННЫЫХХ    ППРРИИРРААЩЩЕЕННИИЙЙ  

                

ТТееооррееммаа  ЛЛааггррааннжжаа..  ППууссттьь  ииммеееемм  ффууннккццииюю  f ,,  ккооттооррааяя  ооппррееддееллееннаа  ии  ннееппррееррыыввннаа  ннаа  

ооттррееззккее     ba;   ии  ссуущщеессттввууеетт  ккооннееччннааяя  ппррооииззввооддннааяя   xf    ххооттяя  ббыы  ннаа  ииннттееррввааллее   ba; ..    

ТТооггддаа,,  ссуущщеессттввууеетт  ттааккааяя  ттооччккаа   bac ; ,,  ччттоо   
   

ab

afbf
cf




 ..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::    РРаассссммооттрриимм  ввссппооммооггааттееллььннууюю  ффууннккццииюю    

     
   

 ax
ab

afbf
afxfxF 




 ..  ЭЭттаа  ффууннккцциияя  ннееппррееррыыввннаа  ннаа  ооттррееззккее     ba; ,,  

 ,xF    ии      .00  bFuaF ССллееддооввааттееллььнноо,,  ффууннккцциияя   xF   ууддооввллееттввоорряяеетт  ввссеемм  

ууссллооввиияямм  ттееооррееммыы  РРоолллляя,,  тт..ее..  c ,,  ггддее    0 cF ..  ППооссччииттааеемм   cF  ::  

   
       

 cf
ab

afbf

ab

afbf
cfcF 









 0 ..  ЧЧ..тт..дд..  

   
ab

afbf




  ооттрраажжааеетт  ууггллооввоойй  

ккооээффффииццииееннтт    ссееккуущщеейй,,  ппррооххооддяящщеейй  ччеерреезз  

ттооччккии  АА  ии  ВВ..  ЕЕссллии  ээттуу  ппрряяммууюю  ппееррееммеещщааттьь  

ппааррааллллееллььнноо  ссааммоойй  ссееббее,,  ттоо  вв  ккааккоойй--ттоо  

ммооммееннтт  ээттаа  ппрряяммааяя  ббууддеетт  ккаассааттееллььнноойй  кк  

ккррииввоойй..      

  

  

  

                                                                                                                                                                              

  

  

  

  

ТТЕЕООРРЕЕММАА  ККООШШИИ  

  

ТТееооррееммаа  ККоошшии..  ППууссттьь  ииммеееемм  ффууннккццииии  guf ,,  ккооттооррыыее  ннееппррееррыыввнныы  ннаа  ооттррееззккее     ba;   ии  

ссуущщеессттввууюютт  ккооннееччнныыее  ппррооииззввоодднныыее   xf    ии   xg  ,,  ппррииччеемм      0 xg   ддлляя   bax ; ..  

ТТооггддаа   bac ; ,,  ччттоо  
   
   

 
 cg

cf

agbg

afbf









..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::    ссннааччааллаа  ппооккаажжеемм,,  ччттоо     agbg  ..  ДДооппууссттиимм,,  ччттоо     agbg  ,,  ттооггддаа  

ффууннккцциияя  ббууддеетт  ууддооввллееттввоорряяттьь  ввссеемм  ууссллооввиияямм  ттееооррееммыы  РРоолллляя,,  ссллееддооввааттееллььнноо,,  c ,,  ччттоо  

  0 cg ,,  аа  ээттоо  ннееввооззммоожжнноо,,  тт..кк..    0 xg  bax ;     agbg  ..  

РРаассссммооттрриимм  ввссппооммооггааттееллььннууюю  ффууннккццииюю         
   
   

    agxg
agbg

afbf
afxfxF 




 ..  ЭЭттаа  

ффууннккцциияя  ннееппррееррыыввннаа  ннаа  ооттррееззккее     ba; ,,  ккаакк  ссууммммаа  ддввуухх  ннееппррееррыыввнныыхх  ффууннккцциийй,,     ,xF    ии  

    .00  bFuaF ССллееддооввааттееллььнноо  ффууннккцциияя   xF   ууддооввллееттввоорряяеетт  ввссеемм  ууссллооввиияямм  ттееооррееммыы  

РРоолллляя,,  тт..ее..  c ,,  ггддее    0 cF ..  ППооссччииттааеемм   cF  ::  

   
   
   

 
   
   

 
 cg

cf

agbg

afbf
cg

agbg

afbf
cfcF














 0 ..  ЧЧ..тт..дд..  

ЗЗааммееччааннииее..    ТТееооррееммаа  ККоошшии  яяввлляяееттссяя  ооббооббщщееннииеемм  ттееооррееммыы  ЛЛааггррааннжжаа,,  еессллии  ппооддооббррааттьь    

  xxg  ..  

yy  

xx  00  
bb  cc  aa  cc  

АА  

ВВ  



ППРРООИИЗЗВВООДДННААЯЯ  ИИ  ДДИИФФФФЕЕРРЕЕННЦЦИИААЛЛ  ВВЫЫССШШИИХХ  ППООРРЯЯДДККООВВ  

  

ППууссттьь  ффууннккцциияя   xf   ооппррееддееллееннаа  ннаа  ммнноожжеессттввее  X ,,    ии  ппууссттьь  ффууннккцциияя   xf   вв  ккаажжддоойй  

ттооччккее  X   ииммеееетт  ккооннееччннууюю  ппррооииззввооддннууюю..  ЕЕссллии  вв  ккаажжддоойй  ттооччккее  ввыыччииссллииттьь  ппррооииззввооддннууюю  

ффууннккццииии   xf ,,  ттоо  ппооллууччиимм  ннооввууюю  ффууннккццииюю  ––   xf  ..  ЕЕссллии  жжее  ссуущщеессттввууеетт  ппррооииззввооддннааяя  оотт  

ффууннккццииии   xf  ,,  ттоо  ддааннннууюю  ппррооииззввооддннууюю,,  ннааззыыввааюютт  ппррооииззввоодднноойй  ввттооррооггоо  ппоорряяддккаа..  

ППррооииззввооддннууюю  ффууннккццииии   xf    вв  ттооччккее  0x   ооббооззннааччааюютт   0xf    ((ппррооииззввооддннааяя  ввттооррооггоо  

ппоорряяддккаа  вв  ттооччккее  0x ))    ии  ннааззыыввааюютт  ссллееддууюющщиийй  ппррееддеелл::   
   

,lim
0

0

0
0 xx

xfxf
xf

xx 





  еессллии  ээттоотт  

ппррееддеелл  ссуущщеессттввууеетт  ии  ккооннееччннооее  ччииссллоо..  

ААннааллооггииччнныымм  ооббррааззоомм  ооппррееддеелляяееттссяя  ппррооииззввооддннааяя  ттррееттььееггоо  ппоорряяддккаа,,  ии  тт..дд..  ЕЕссллии  ммыы  

ооппррееддееллииллии  ппррооииззввооддннууюю  1n --  ооггоо  ппоорряяддккаа,,  ттоо  ппррооииззввооддннааяя  n --  ооггоо  ппоорряяддккаа  ооппррееддеелляяееттссяя  

ссллееддууюющщиимм  ооббррааззоомм::      )()( 1 xfxf nn
..  

РРаассссммооттрриимм  ссллееддууюющщииее  ффууннккццииии::    

11..  ФФууннккцциияя    xexf    ииммеееетт  ппррооииззввооддннууюю  ллююббооггоо  ппоорряяддккаа::  
xn exf )( ;;  

22..  ДДлляя  ффууннккццииии    xxf sin   ппррооииззввооддннааяя  n --  ооггоо  ппоорряяддккаа  ооппррееддеелляяееттссяя  ссллееддууюющщиимм  

ооббррааззоомм::  
 









 nxxxf nn

2
sinsin)(


;;  

33..  ААннааллооггииччнноо  ооппррееддеелляяееттссяя  ппррооииззввооддннааяя  n --  ооггоо  ппоорряяддккаа  ддлляя  ффууннккццииии    xxf cos ::  

  
 









 nxxxf nn

2
coscos)(


..  

  

ППррааввииллаа  ввыыччииссллеенниияя  ппррооииззввоодднноойй  n --  ооггоо  ппоорряяддккаа..  

ППууссттьь  ииммеееемм  ффууннккццииии  )()( xguxf ,,  ккооттооррыыее  ооппррееддееллеенныы    ии  ннаа  ммнноожжеессттввее  X   ии  

ииммееюютт  ппррооииззввоодднныыее    n --  ооггоо  ппоорряяддккаа  ннаа  ээттоомм  ммнноожжеессттввее,,  аа  c ––  ллююббооее  ппооссттоояяннннооее  ччииссллоо..  

ТТооггддаа::  ддлляя  ффууннккцциийй  )(xfc  ,,   xgxf )(   ии   xgxf )( ,,  ттоожжее  ссуущщеессттввууюютт  ппррооииззввоодднныыее            

n --  ооггоо  ппоорряяддккаа  ннаа  ммнноожжеессттввее  X   ии    ооннии  ооппррееддеелляяееттссяя  ссллееддууюющщиимм  ооббррааззоомм::  

55..       )()( xfcxfc nn
 ;;  

66..          )()()( xgxfxgxf nnn
 ;;  

77..        )()()(
0

xgxfCxgxf kkn
n

k

k

n

n 



   ––  ффооррммууллаа  ЛЛееййббннииццаа..  

  

ДДииффффееррееннццииаалл    n --  ооггоо  ппоорряяддккаа..  

ННааппооммнниимм,,  ччттоо  ддлляя  ффууннккццииии  )(xf   ддииффффееррееннццииаалл  ппееррввооггоо  ппоорряяддккаа,,  ооппррееддеелляяееттссяя  

ссллееддууюющщиимм  ооббррааззоомм::      dxxfxdf )()(  ,,  сс  ееггоо  ппооммоощщььюю  ооппррееддеелляяееттссяя  ддииффффееррееннццииаалл  

ввттооррооггоо  ппоорряяддккаа  ии  ввыыссшшиихх  ппоорряяддккоовв::    

  22 )()()( dxxfxdfdxfd  ;;    

  nnnn dxxfxfddxfd )()()( 1  
..  

ФФООРРММУУЛЛАА  ТТЕЕЙЙЛЛООРРАА  

ППууссттьь  ииммеееемм  ффууннккццииюю  ммннооггооччллеенн  )(xPn   ссттееппееннии  n ::  

    2
0 1 2 ... n

n nP x a a x a x a x     ..  

ППррееооббррааззууеемм  ээттоотт  ммннооггооччллеенн  ттааккжжее  вв  ммннооггооччллеенн  ссттееппееннии  n   ооттннооссииттееллььнноо  ррааззннооссттии  0xx  ,,  

ггддее  0x ––  ппррооииззввооллььннооее  ччииссллоо,,  тт..ее..  ппррееддссттааввиимм   xPn   вв  ввииддее    

       nnn xxAxxAxxAAxP 0

2

02010 ...  ..      ((**))  



ДДлляя  ннааххоожжддеенниияя  ккооээффффииццииееннттоовв  nAAAA ...,,,, 210   ппррооддииффффееррееннццииррууеемм  n   рраазз  ррааввееннссттввоо  

((**))::  

        1

0

2

03021 ...32



 n

nn xxnAxxAxxAAxP ,,    

        2

0032 1...322



 n

nn xxAnnxxAAxP ,,    

         3

0043

/// 21...43232



n

nn xxAnnnxxAAxP ,,    

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………  
       .12...21 n

n

n AnnnxP    

ППооддссттааввлляяяя  0xx    вв  ппооллууччеенннныыее  ррааввееннссттвваа  ии  ррааввееннссттввоо  ((**)),,  ииммеееемм::  

  00 AxPn  ,,              тт..ее..   00 xPA n ,,        

  10 AxPn 


,,              тт..ее..  
 
!1

0

1

xP
A n



 ,,  

  20 2AxPn 


,,            тт..ее..  
 
!2

0

2

xP
A n



 ,,  

  30

/// 32 AxPn  ,,            тт..ее..  
 
!3

0

///

3

xP
A n ,,  

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………  

       n

n

n AnnnxP 12...210  ,,          тт..ее..  
   

!

0

n

xP
A

n

n

n  ..  

ППооддссттааввлляяяя  ннааййддеенннныыее  ззннааччеенниияя  nAAAA ...,,,, 210   вв  ррааввееннссттввоо  ((**)),,  ппооллууччиимм::  

   
 

 
 

 
  

 n
n

nnn

nn xx
n

xP
xx

xP
xx

xP
xPxP 0

02

0

0

0

0

0
!

...
!2!1









 ,,    ((****))  

тт..ее..  ккооээффффииццииееннтт  ммннооггооччллееннаа  ооппррееддеелляяееттссяя  ччеерреезз  ппррооииззввооддннууюю  вв  ттооччккее  0x ..  

ФФооррммууллаа  ((****))  ннааззыыввааееттссяя  ффооррммууллоойй  ТТееййллоорраа  ддлляя  ммннооггооччллееннаа    
 xPn   ссттееппееннии  n ..  

РРаассссммооттрриимм  ффууннккццииюю  )(xfy  ..  ППууссттьь  ддлляя    ффууннккццииии   xf ,,  ссуущщеессттввууюютт  

ппррооииззввоодднныыее  n   --  ооггоо  ппоорряяддккаа..  ЛЛююббоойй  ттааккоойй  ффууннккццииии   xf   ссооппооссттааввиимм  ммннооггооччллеенн  n --  ооггоо  

ппоорряяддккаа..  

   
 

 
 

 
   

 
20 0 0

0 0 0 0...
1! 2! !

n
nf x f x f x

f x f x x x x x x x
n

 

         ии  ооббооззннааччиимм  ччеерреезз  

     
 

 
 

 
   

 
20 0 0

0 0 0 0...
1! 2! !

n
n

n

f x f x f x
r x f x f x x x x x x x

n

  
         
 
 

  

ССввооййссттвваа   nr x ::  

11..   nr x   ииммеееетт  ппррооииззввооддннууюю  ддоо  n --  ооггоо  ппоорряяддккаа  ввккллююччииттееллььнноо..  

22..           0 0 0 00, 0, 0, ...., 0.
n

n n n nr x r x r x r x       

  

ЛЛееммммаа..  ЕЕссллии  ффууннккцциияя   x   ииммеееетт  ппррооииззввооддннууюю  n --  ооггоо  ппоорряяддккаа  вв  ооккрреессттннооссттии  ттооччккии  0x   ии  

       0 0 0... 0,
n

x x x        ттоо     0 .
n

x o x x     

ДДооккааззааттееллььссттввоо::  ддооккааззааттееллььссттввоо  ппррооввееддеемм  ммееттооддоомм  ммааттееммааттииччеессккоойй  ииннддууккццииии..  

ППууссттьь  1n  ,,  тт..ее..     0 0 0.x x     ДДооккаажжеемм,,  ччттоо     0

n
x o x x   ..  



     
 

0 0

0

0

0 0

lim lim 0.
x x x x

x xx
x

x x x x

 


 


  

 
  

ДДооппууссттиимм,,  ччттоо  ллееммммаа  ввееррннаа  ддлляя  n ,,  ддооккаажжеемм  ссппррааввееддллииввооссттьь  ллееммммыы  ддлляя  1n ..  

ООббооззннааччиимм  ччеерреезз     g x x ,,  ттооггддаа         0 0 0... 0
n

g x g x g x       ппоо  ииннддууккццииии,,  ччттоо  

   0

n
g x o x x  ..  РРаассссммооттрриимм  ттееппееррьь  

  

 

 

   

 

  

 

 

 0 0 0 0

0 0

1 1 1

0 0 0 0

lim lim lim lim
n n n nx x x x x x x x

x x c x xx g c

x x x x x x x x

  
     

 
  

   
,,  ггддее  xcx 0 ..  ТТаакк  ккаакк    

  

   0

n
g x o x x  ,,  ттоо       0

n
g c o c x    ии  еессллии  0x x ,,  ттоо  c   ттоожжее  ссттррееммииттссяя  кк  0x  0c x ,,  

ппооллууччиимм  

 

 

 

 0 0
0 0

lim lim 0
n nx x c x

g c g c

x x c x 
 

 
        nn xxoxxg 0

1   ..  

ТТаакк  ккаакк  ффууннккцциияя   nr x   ууддооввллееттввоорряяеетт  ввссеемм  ууссллооввиияямм  ллееммммыы,,  ттоо  ммоожжнноо  ссккааззааттьь,,  ччттоо  

   0

n

nr x o x x  ..  ТТааккиимм  ооббррааззоомм  ддлляя  ффууннккццииии  ииммеееемм  ссллееддууюющщееее  ппррееддссттааввллееннииее  

   
 

 
 

 
   

   
20 0 0

0 0 0 0 0...
1! 2! !

n
n nf x f x f x

f x f x x x x x x x o x x
n

 

            ((11))  

ФФооррммууллаа  ((11))  ннааззыыввааееттссяя  ффооррммууллоойй  ТТееййллоорраа  сс  ооссттааттооччнныымм  ччллеенноомм  вв  ффооррммее  ППееаанноо..  

ФФооррммууллаа  ППееаанноо  ииммеееетт  ннееддооссттааттоокк,,  тт..кк..  вв  яяввнноомм  ввииддее  ммыы  ннее  ззннааеемм  ввиидд  ооссттааттооччннооггоо  ччллееннаа..    

ЛЛааггррааннжж  ппооллууччиилл  ддррууггоойй  ввиидд  ддлляя  ооссттааттооччннооггоо  ччллееннаа..  ООнн  ппооккааззаалл,,  ччттоо  еессллии  

ссуущщеессттввууеетт  ппррооииззввооддннааяя  ддоо  n --ооггоо  ппоорряяддккаа,,  ттоо   
 

 
 

( 1)
1

0 ,
1 !

n
n

n

f c
r x x x

n




 


  ггддее  c   ннееккооттооррааяя  

ттооччккаа  иизз  ииннттееррввааллаа   0;x x ,,  ттеемм  ссааммыымм  ппооллууччиилл  ддррууггууюю  ззааппииссьь  ффооррммууллыы  ТТееййллоорраа    

   
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n

xx
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    ((22))  

ФФооррммууллаа  ((33))  ннааззыыввааееттссяя  ффооррммууллоойй  ТТееййллоорраа  сс  ооссттааттооччнныымм  ччллеенноомм  вв  ффооррммее  ЛЛааггррааннжжаа..  

ППррии  00 x   ппооллууччааееттссяя  ччаассттнныыйй  ссллууччаайй  ффооррммууллыы  ТТееййллоорраа  ––  ффооррммууллаа  ММааккллооррааннаа::  

   
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f
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f
fxf           ((33))  

  

РРааззллоожжееннииее  ппоо  ффооррммууллее  ТТееййллоорраа  ддлляя  ээллееммееннттааррнныыхх  ффууннккцциийй..  

ЗЗааппиишшеемм  ффооррммууллуу  ММааккллооррааннаа  ддлляя  ффууннккццииии  
xexf )( ..  ННааххооддиимм  ппррооииззввоодднныыее  ээттоойй  

ффууннккццииии::    xexf 
,,    xexf 

,,  ……  ,,    xn exf  )1(
..  ТТаакк  ккаакк  1)0( 0  ef ,,    10 0  ef ,,  

  10  exf ,,  ……  ,,    10 0)(  ef n
,,    cn ecf  )1(

,,  ттоо  ппоо  ффооррммууллее  ((33))  ииммеееемм::  
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ппррии  9,20,1  cecx ,,  ооццеенниимм  ччииссллоо  e ..    
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РРааннееее  ((ппррии  ииззууччееннииии  ччииссллаа  e ))  ммыы  ппооллууччииллии  ббооллееее  ттооччннууюю  ооццееннккуу  

nnn
e n

!
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1
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1

!2

1
2


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1
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n
e  ..                                            

ППррииввееддеемм  ррааззллоожжеенниияя  ппоо  ффооррммууллее  ММааккллооррааннаа  ннееккооттооррыыхх  ддррууггиихх  ээллееммееннттааррнныыхх  

ффууннккцциийй::  
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ппррии  1x ,,   
n

n 1
1...

4

1

3

1

2

1
12ln

1
 ;;  

   xxf  1 ,,  

 
       nn xox

n

n
xxx 







!

1...1
...

!2

1
11 2 




;;  
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ппррии  1x ,,  ...
9

1

7

1
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1
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1
1

4
1 


arctg ,,    ии  ммыы  ппооллууччиимм  ппррииббллиижжееннннооее  ввыыччииссллееннииее  

ччииссллаа   ..  

ИИЗЗУУЧЧЕЕННИИЕЕ  ФФУУННККЦЦИИИИ  СС  ППООММООЩЩЬЬЮЮ  ППРРООИИЗЗВВООДДННООЙЙ  

ППррооммеежжууттккии  ммооннооттооннннооссттии  

ТТееооррееммаа  11..  ППууссттьь  ффууннккцциияя   xf   ооппррееддееллееннаа  ии  ннееппррееррыыввннаа  ннаа   ba; ,,    ии  ииммеееетт  ккооннееччннууюю  

ппррооииззввооддннууюю  ннаа   ba; ..  

ЕЕссллии  

??     0 xf   ннаа   ba; ,,  ттоо   xf ––  ввооззрраассттааюющщааяя  ннаа   ba;   ффууннккцциияя;;  

??     0 xf   ннаа   ba; ,,  ттоо   xf ––  ууббыыввааюющщааяя  ннаа   ba;   ффууннккцциияя;;  

??     0 xf   ннаа   ba; ,,  ттоо   xf ––  ннееууббыыввааюющщааяя  ннаа   ba;   ффууннккцциияя;;  

??     0 xf   ннаа   ba; ,,  ттоо   xf ––  ннееввооззрраассттааюющщааяя  ннаа   ba;   ффууннккцциияя..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::  ппууссттьь  ффууннккцциияя   xf   ооппррееддееллееннаа  ии  ннееппррееррыыввннаа  ннаа   ba; ,,    ии  ииммеееетт  

ккооннееччннууюю  ппррооииззввооддннууюю  ннаа   ba; ..  ДДооккаажжеемм,,  ччттоо  еессллии    0 xf   ннаа   ba; ,,  ттоо   xf ––  



ввооззрраассттааюющщааяя  ннаа   ba;   ффууннккцциияя..  ДДлляя   baxx ;, 21    ппррееддппооллоожжиимм,,  ччттоо  21 xx  ..  ВВссее  

ууссллооввиияя  ттееооррееммыы  ЛЛааггррааннжжаа  ввыыппооллнняяююттссяя   21; xxc ,,  ччттоо  

       01212  xxcfxfxf   ((тт..кк..      0,0 12  xxcf ))     12 xfxf  ..  ЧЧ..тт..дд..  

ООппррееддееллееннииее..  ТТее  ппррооммеежжууттккии,,  ггддее  ффууннккцциияя  ттооллььккоо  ввооззрраассттааеетт  ииллии  ттооллььккоо  ууббыыввааеетт,,  

ннааззыыввааююттссяя  ппррооммеежжууттккааммии  ммооннооттооннннооссттии  ффууннккццииии..  

  

ТТееооррееммаа  22..  ППууссттьь  ффууннккцциияя   xf   ооппррееддееллееннаа  ии  ннееппррееррыыввннаа  ннаа   ba; ,,    ии  ииммеееетт  ккооннееччннууюю  

ппррооииззввооддннууюю  ннаа   ba; ..  ДДлляя  ттооггоо,,  ччттооббыы  ффууннккцциияя   xf   ббыыллаа  ббыы  ппооссттоояянннноойй,,  ннееооббххооддииммоо  ии  

ддооссттааттооччнноо,,  ччттооббыы    0 xf ,,   bax ; ..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::  ддооппууссттиимм  ччттоо    0 xf ,,  ии  ддооккаажжеемм,,  ччттоо   xf   ––  ппооссттоояяннннааяя  ффууннккцциияя..  

ДДлляя   baxx ;, 21    ппррееддппооллоожжиимм,,  ччттоо  21 xx    ии  ппооккаажжеемм,,  ччттоо     21 xfxf  ..  ДДлляя  

ррааззннооссттии     12 xfxf    ппррииммеенниимм  ффооррммууллуу  ЛЛааггррааннжжаа::         01212  xxcfxfxf   тт..кк..  

  0 cf ..    ЧЧ..тт..дд..  

ЭЭккссттррееммууммыы  ффууннккццииии  

ООппррееддееллееннииее..  ППууссттьь  ииммеееемм  ффууннккццииюю  f   ооппррееддееллееннннууюю  ннаа  ммнноожжеессттввее  X ,,  ии  0x

ввннууттрреенннняяяя  ттооччккаа..    ТТооччккаа  0x ннааззыыввааееттссяя  ттооччккоойй  ммааккссииммууммаа  ((ттооччккоойй  ммииннииммууммаа))  ффууннккццииии  

f ,,  еессллии    Xxx   00 ; ,,  ччттоо     00 ; xxx      0xfxf    ((    0xfxf  ))..  ТТооччккии  

ммааккссииммууммаа  ии  ммииннииммууммаа  ннааззыыввааююттссяя  ттооччккааммии  ээккссттррееммууммаа..  

ННееооббххооддииммооее  ууссллооввииее  ээккссттррееммууммаа  

ИИзз  ттееооррееммыы  ФФееррммаа  ммыы  ззннааеемм,,  ччттоо  еессллии  ввннууттрреенннняяяя  ттооччккаа  0x яяввлляяееттссяя  ттооччккоойй  

ээккссттррееммууммаа  ддлляя  ддииффффееррееннццииррууееммоойй  ффууннккццииии  f ,,  ттооггддаа    00  xf ..  ЕЕссллии  ооббооззннааччиимм  ччеерреезз  

A   ммнноожжеессттввоо  ввссеехх  ттооччеекк  ддлляя  ккооттооррыыхх    0 xf ,,  ттоо  иизз  ээттоойй  ттееооррееммыы  ссллееддууеетт,,  ччттоо  ттооччккии  

ээккссттррееммууммаа  ффууннккццииии  f   ннуужжнноо  ииссккааттьь  ввоо  ммнноожжеессттввее  A ..  ММнноожжеессттввоо  A ––  ннааззыыввааееттссяя  

ммнноожжеессттввоомм  ссттааццииооннааррнныыхх  ((ккррииттииччеессккиихх))  ттооччеекк..  

  

ДДооссттааттооччннооее  ууссллооввииее  ээккссттррееммууммаа  ((сс  ппооммоощщььюю  ппррооииззввоодднноойй  II--ооггоо  ппоорряяддккаа))..  

  

ТТееооррееммаа  33..  ППууссттьь  ввннууттрреенннняяяя  ттооччккаа  0x ккррииттииччеессккааяя  ттооччккаа  ддлляя  ддииффффееррееннццииррууееммоойй  

ффууннккццииии  f ..    

??   ЕЕссллии    0 xf   ппррии  0xx    ии    0 xf   ппррии  0xx    ((тт..ее..  ддоо  ттооччккии  0x   ввооззрраассттааеетт,,  ппооссллее  

ттооччккии  0x ууббыыввааеетт)),,  ттооггддаа  max0 xx  ..  

??   ЕЕссллии    0 xf   ппррии  0xx    ии    0 xf   ппррии  0xx    ((тт..ее..  ддоо  ттооччккии  0x   ууббыыввааеетт,,  ппооссллее  

ттооччккии  0x   ввооззрраассттааеетт)),,  ттооггддаа  min0 xx  ..  

??   ЕЕссллии    0 xf   ппррии  0xx    ии    0 xf   ппррии  0xx  ,,    ииллии  еессллии    0 xf   ппррии  0xx    ии  

  0 xf   ппррии  0xx  ,,  ттооггддаа  ттооччккаа  0x   ннее  яяввлляяееттссяя  ннии  ммааккссииммууммоомм  ннии  ммииннииммууммоомм..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::  ппууссттьь  ттооччккаа  0x ккррииттииччеессккааяя  ттооччккаа  ддлляя  ддииффффееррееннццииррууееммоойй  ффууннккццииии  f

ии      0 xf   ппррии  0xx    ии    0 xf   ппррии  0xx  ..  КК  ррааззннооссттии     0xfxf    ппррииммеенниимм  ттееооррееммуу  

ЛЛааггррааннжжаа::  

      00 xxcfxfxf  ,,  ггддее   xxc ;0 ,,  ппррии  0xx  ,,    

               0; xxc ,,  ппррии  0xx  ..  

ИИзз  ууссллооввиияя,,  ччттоо  0xx  00  xx ,,  аа  иизз         000 xfxfcfxf  ..  ЕЕссллии  0xx 

00  xx ,,  аа  иизз         000 xfxfcfxf 
max0 xx  ..  ЧЧ..тт..дд..  

ДДооссттааттооччннооее  ууссллооввииее  ээккссттррееммууммаа  ((сс  ппооммоощщььюю  ппррооииззввоодднныыхх  ввыыссшшееггоо  ппоорряяддккаа))..  

  



ТТееооррееммаа  44..  ППууссттьь  ттооччккаа  0x ккррииттииччеессккааяя  ттооччккаа  ддлляя  ддииффффееррееннццииррууееммоойй  ффууннккццииии  f ..  

ДДооппууссттиимм,,  ччттоо  ддлляя  ффууннккццииии  f   ссуущщеессттввууеетт  ппррооииззввооддннааяя  IIII--ооггоо  ппоорряяддккаа..    

??   ЕЕссллии    00  xf ,,  ттооггддаа  max0 xx  ..  

??   ЕЕссллии    00  xf ,,  ттооггддаа  min0 xx  ..  

??   ЕЕссллии    00  xf ,,  ттоо  ооттввееттаа  ннеетт..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::  ррааззллоожжиимм  ффууннккццииюю   xf   ппоо  ффооррммууллее  ТТееййллоорраа  ддоо  ввттооррооггоо  ппоорряяддккаа  

      
 

    ,
!2

2

0

2

0

0

000 xxoxx
xf

xxxfxfxf 


   тт..кк..  0x ––  ккррииттииччеессккааяя  ттооччккаа,,  ттоо  

 0 0f x    ии     
 

   20

2

0

0

0
!2

xxoxx
xf

xfxf 


 ..  ТТаакк  ккаакк  ввттооррыымм  ссллааггааееммыымм  

 20xxo    ммоожжнноо  ппррееннееббррееччьь,,  ттоо  ззннаакк  ввыырраажжеенниияя  ссппрраавваа  ооппррееддеелляяееттссяя  ппееррввыымм  ссллааггааееммыымм..  

ТТаакк  ккаакк    0
2

0  xx   ппррии     0xx   ччттоо    

??   еессллии    00  xf ,,  ттооггддаа         00 0 xfxfxfxf    ии  ттеемм  ссааммыымм  min0 xx  ;;  

??   еессллии    00  xf ,,  ттооггддаа         00 0 xfxfxfxf    ии  ттеемм  ссааммыымм  max0 xx  ;;  

??   еессллии    00  xf ,,  ттоо  ооттввееттаа  ннеетт..  

ППррииммеерр..    11
5

1 345  xxxxf ..  

  234 34 xxxxf  ,,    

















3

1

0

034 234

x

x

x

xxx   

  xxxxf 6124 23  ,,    

   00f ччттоо  ооттввееттаа  ннеетт;;  

   01f max1 x ;;  

   03f min3 x ..  

ККаакк  ппооссттууппииттьь  вв  ссллууччааее,,  ккооггддаа   0 0f x  ??  ВВ  ээттоомм  ссллууччааее  ууччииттииттыыввааюютт  ссттаарршшииее  

ппррооииззввоодднныыее,,  аа  ииммеенннноо::  

ТТееооррееммаа  55..  ППууссттьь  ффууннккцциияя  f   ииммеееетт  вв  ттооччккее  0x ппррооииззввоодднныыее  ддоо  ппоорряяддккаа  k   

ввккллююччииттееллььнноо..  ТТооггддаа  еессллии            0,0... 00

1

00   xfaxfxfxf nn
,,  ттоо    

??   ппррии  ччееттнноомм  n   ттооччккаа    0x   яяввлляяееттссяя  ттооччккоойй  ээккссттррееммууммаа,,  ппррииччеемм  ттооччккоойй  ммааккссииммууммаа,,  

еессллии  
   00 xf n

,,  ии  ттооччккоойй  ммииннииммууммаа,,  еессллии  
   00 xf n

;;  

??   ппррии  ннееччееттнноомм  n   ээккссттррееммууммаа  вв  ттооччккее  0x   ннеетт..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::  ррааззллоожжиимм  ффууннккццииюю  f   ппоо  ффооррммууллее  ТТееййллоорраа  ддоо  n --ооггоо  ппоорряяддккаа::    

   
  

   nn
n

xxoxx
n

xf
xfxf 00

0
0

!
 ,,     00 ; xxx ,,  тт..кк..    00 

n
xxo ,,  ттоо  ззннаакк  

ддааннннооггоо  ввыырраажжеенниияя  ооппррееддеелляяеетт  ппееррввооее  ссллааггааееммооее..    

11))  n --  ннееччееттннооее  ччииссллоо::  12  kn ..  ППррии  ппееррееххооддее  оотт  ззннааччеенниийй  x   ммееннььшшиихх,,  ччеемм  0x ,,  кк  

ззннааччеенниияямм,,  ббооллььшшиимм,,  ччеемм  0x ,,  ввыырраажжееннииее    00 
n

xx   ииззммеенниитт  ззннаакк  ннаа  ооббррааттнныыйй,,  аа  

ттаакк  ккаакк  ззннаакк  ппееррввооггоо  ммнноожжииттеелляя  ппррии  ээттоомм  ннее  ммеенняяееттссяя,,  ттоо  ии  ззннаакк  ррааззннооссттии  

   0xfxf    ииззммееннииттссяя..  ТТааккиимм  ооббррааззоомм,,  вв  ттооччккее  0x   ффууннккцциияя   xf   ннее  ммоожжеетт  ииммееттьь  

ээккссттррееммууммаа,,  ииббоо  ввббллииззии  ээттоойй  ттооччккии  ппррииннииммааеетт  ззннааччеенниияя  ккаакк  ммееннььшшииее,,  ттаакк  ии  

ббооллььшшииее,,  ччеемм   0xf ..  



22))  n --  ччееттннооее  ччииссллоо::  kn 2 ..  ВВ  ээттоомм  ссллууччааее  ррааззннооссттьь     0xfxf    ннее  ммеенняяеетт  ззннааккаа  ппррии  

ппееррееххооддее  оотт  x ,,  ммееннььшшиихх,,  ччеемм  0x ,,  кк  ббооллььшшиимм,,  ттаакк  ккаакк    00 
n

xx   ппррии  ввссеехх  x ..  

ООччееввиидднноо,,  ввббллииззии  0x   ккаакк  ссллеевваа  ттаакк  ии  ссппрраавваа  ззннаакк  ррааззннооссттии     0xfxf    ссооввппааддааеетт  

ссоо  ззннааккоомм  ччииссллаа  
  0xf n

..  ЗЗннааччиитт,,  еессллии  

??      00 xf n
,,  ттоо     0xfxf    ввббллииззии  ттооччккии  0x ,,  ии  вв  ттооччккее  0x   ффууннккцциияя   xf   

ииммеееетт  ммииннииммуумм;;    

??   
   00 xf n

,,  ттоо     0xfxf    ввббллииззии  ттооччккии  0x ,,  ии  вв  ттооччккее  0x   ффууннккцциияя   xf   

ииммеееетт  ммааккссииммуумм..    

  

ВВЫЫППУУККЛЛЫЫЕЕ  ФФУУННККЦЦИИИИ  

ООппррееддееллееннииее..  ФФууннккцциияя   xf ,,  ооппррееддееллееннннааяя  ии  ннееппррееррыыввннааяя  вв  ппррооммеежжууттккее  X ,,  ннааззыыввааееттссяя  

ввыыппууккллоойй  ввнниизз  ((ввыыппууккллоойй)),,  еессллии  ддлляя  ллююббыыхх  ттооччеекк  21 xux   иизз  X   ввыыппооллнняяееттссяя  ннееррааввееннссттввоо  

     22112211 xfxfxxf   ,,              ((11))  

ккааккооввыы  ббыы  ннии  ббыыллии  ппооллоожжииттееллььнныыее  ччииссллаа  21  u ,,  121  ..  ФФууннккцциияя   xf ,,  

ннааззыыввааееттссяя  ввыыппууккллоойй  ввввееррхх  ((ввооггннууттоойй)),,    еессллии    ввммеессттоо      ((11))––ииммеееемм  

     22112211 xfxfxxf   ..  

ППррииввееддееннннооее  ооппррееддееллееннииее  ввыыппууккллоойй  ффууннккццииии  ииммеееетт  ппррооссттоойй  ггееооммееттррииччеессккиийй  ссммыысслл..    

ООббооззннааччиимм  ччеерреезз   2211 xxx         2211 xfxfxf   ,,    ггддее     2111 1 xxx    

2 1
1 2

2 1 2 1

x x x x
u

x x x x
 

 
 

 
..                

ООттссююддаа  ииммеееемм  

     2

12

1
1

12

2 xf
xx

xx
xf

xx

xx
xf









 ,,            ((22))  

  21 xxx  ,,  ииллии      
       

xx

xfxf

xx

xfxf










2

2

1

1
..  

ЕЕссллии  рраассссммооттррееттьь  ггррааффиикк  ффууннккццииии   xf   ии  ееггоо  ддууггуу  ммеежжддуу  ттооччккааммии     222111 ,, yxAuyxA

,,  ггддее     2211 , xfyxfy  ,,  ттоо  вв  ллееввоойй  ччаассттии  ннееррааввееннссттвваа  ((11))  ппррии  ккооээффффииццииееннттаахх    ((22))  ––  ммыы  

ииммеееемм  ооррддииннааттуу  ттооччккии  АА  ддууггии  21AA   сс  ааббссццииссссоойй  x ..  ВВ  ппррааввоойй  жжее  ччаассттии  ээттооггоо  ннееррааввееннссттвваа  

ссттооиитт  ооррддииннааттаа  ттооччккии  ВВ  ххооррддыы  21AA   

2

12

1
1

12

2 y
xx

xx
y

xx

xx
y









                 ((33))  

сс  ттоойй  жжее  ааббссццииссссоойй..    

  

ТТааккиимм  ооббррааззоомм,,  ввыыппууккллааяя  ввнниизз  ффууннккцциияя  

ххааррааккттееррииззууееттссяя  ттеемм,,  ччттоо  ввссее  ттооччккии  ллююббоойй  ддууггии  

ееее  ггррааффииккаа  ллеежжаатт  ппоодд  ссооооттввееттссттввууюющщеейй  ххооррддоойй  

ииллии  ннаа  ннеейй..  ВВ  ссллууччааее  ввыыппууккллоойй  ввнниизз  ффууннккццииии  ввссее  

ттооччккии  ллююббоойй  ддууггии  ееее  ггррааффииккаа  ллеежжаатт  ннаадд  

ссооооттввееттссттввууюющщеейй  ххооррддоойй  ииллии  ннаа  ннеейй..  

  

  

  

  

  

  

  

ВВ  

yy  

yy11  

АА11  

xx  xx  xx22  xx11  

АА22  

yy22  

АА  



ТТееооррееммаа11..  ДДлляя  ттооггоо,,  ччттооббыы  ддииффффееррееннццииррууееммааяя  ффууннккцциияя   xf   ббыыллаа  ббыы  ввыыппууккллоойй  

ннееооббххооддииммоо  ии  ддооссттааттооччнноо,,  ччттооббыы  ппррооииззввооддннааяя  ффууннккццииии   xf    ббыыллаа  ббыы  ммооннооттоонннноо  

ввооззрраассттааюющщеейй..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::  ддооппууссттиимм,,  ччттоо  ффууннккцциияя   xf   ––  ввыыппууккллааяя  ффууннккцциияя,,  тт..ее..  ииммеееетт  ммеессттоо  

ннееррааввееннссттввоо    

       
xx

xfxf

xx

xfxf










2

2

1

1
,,                ((44))  

ддооккаажжеемм,,  ччттоо    xf ..  ВВооззььммеемм  21 , xx   ии  ддооппууссттиимм,,  ччттоо  21 xx  ,,  ттооггддаа  иизз  ввыыппууккллооссттии  

ффууннккццииии  ссллееддууеетт,,  ччттоо  1 2,x x x x     ииммеееетт  ммеессттоо  ннееррааввееннссттввоо  ((44))..  ВВ  ннееррааввееннссттввее  ((44)),,  

ппееррееййддяя  кк  ппррееддееллуу  ппррии  1xx  ,,  ппооллууччиимм::   
   

xx

xfxf
xf






2

2
1 ,,   1 2;x x x  ..  ААннааллооггииччнноо,,  

ппррии  2xx  ,,  ппооллууччиимм::   
   

xx

xfxf
xf






2

2
2 ,,   1 2;x x x  ..  ИИзз  ттооггоо,,  ччттоо  21 xx    

   21 xfxf  ,,  тт..ее..  иизз  ввыыппууккллооссттии  ффууннккццииии,,  ппооллууччииллии  ччттоо  ммооннооттоонннноо  ввооззрраассттааюющщааяя  

ппррооииззввооддннааяя..  

ППууссттьь,,  ттееппееррьь  ппррооииззввооддннааяя  ффууннккццииии    xf ,,  ппооккаажжеемм,,  ччттоо  ффууннккцциияя   xf   ––  ввыыппууккллааяя  

ффууннккцциияя..  ДДооккааззааттьь,,  ччттоо   xf     ввыыппууккллааяя  ффууннккцциияя,,  ээттоо  ззннааччиитт  ппооккааззааттьь,,  ччттоо  ддлляя  21 xux ,,  

21 xxx    ииммеееетт  ммеессттоо  ннееррааввееннссттввоо  ((44))..  ДДлляя  ээттооггоо  рраассссммооттрриимм  

       
xx

xfxf
u

xx

xfxf









2

2

1

1
  ии  ппррииммеенниимм  кк  нниимм  ффооррммууллуу  ЛЛааггррааннжжаа::  

 
   

 
   

xx

xfxf
f

xx

xfxf
f











2

2
2

1

1
1 ,  ,,  ггддее    

1 1 2 2 1 2,x x x x         ,,  ии  тт..кк..     xf      21  ff    ии  ссллееддооввааттееллььнноо  

       
xx

xfxf

xx

xfxf










2

2

1

1
..  

ТТееооррееммаа22..  ППууссттьь  ффууннккцциияя   xf   ооппррееддееллееннаа  ии  ннееппррееррыыввннаа  вв  ммеессттее  ссоо  ссввооеейй  ппррооииззввоодднноойй  

 xf    ппррооммеежжууттккее  X   ии  ииммеееетт  ввннууттррии  ннееггоо  ккооннееччннууюю  ввттооррууюю  ппррооииззввооддннууюю   xf  ..    ДДлляя  

ввыыппууккллооссттии  ввнниизз  ффууннккццииии   xf   вв  X   ннееооббххооддииммоо  ии  ддооссттааттооччнноо,,  ччттооббыы  ввннууттррии  X   ббыыллоо  

  0 xf ..  ДДлляя  ввыыппууккллооссттии  ввввееррхх  ффууннккццииии  ааннааллооггииччнноо  ппооллууччааееттссяя      0 xf ..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::  ддооккааззааттееллььссттввоо  ппооллууччааееттссяя  иизз  ттееооррееммыы  11,,  сс  ппррииммееннееннииеемм  ттееооррееммыы  оо  

ммооннооттооннннооссттии  ддииффффееррееннццииррууееммоойй  ффууннккццииии,,  тт..ее..    xf ,,  ттооггддаа  ии  ттооллььккоо  ттооггддаа  ккооггддаа  

  0 xf ..  

ТТееооррееммаа33..  ДДлляя  ттооггоо,,  ччттооббыы  ддииффффееррееннццииррууееммааяя  ффууннккцциияя   xf   ббыыллаа  ббыы  ввыыппууккллоойй,,  

ннееооббххооддииммоо  ии  ддооссттааттооччнноо,,  ччттооббыы  ккаассааттееллььннааяя  ээттоойй  ффууннккццииии,,  ппррооввееддееннннааяя  ччеерреезз  ттооччккуу  0x ,,  

ббыыллаа  ббыы  нниижжее  ггррааффииккаа  ффууннккццииии..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::  ппууссттьь  ддииффффееррееннццииррууееммааяя  ффууннккцциияя   xf ––  ввыыппууккллааяя..  ППррооввееддеемм  ччеерреезз  

ттооччккуу  0x   ккаассааттееллььннууюю::        000 xxxfxfxy  ..  ДДлляя  x   ппооккаажжеемм,,  ччттоо     xyxf  ..  

РРааззллоожжиимм   xf   ппоо  ффооррммууллее  ТТееййллоорраа::        
 

 20000
!2

xx
cf

xxxfxfxf 


   

   
 

  0
!2

2

0 


 xx
cf

xyxf   ((тт..кк..  ффууннккцциияя  ввыыппууккллааяя    0 xf ))..  ЧЧ..тт..дд..  

ООттммееттиимм  ччттоо  ввыыппууккллааяя  ффууннккцциияя  ввоо  ввннууттррееннннеейй  ттооччккее  ннее  ммоожжеетт  ппррииннииммааттьь  ммааккссииммааллььннооггоо  

ззннааччеенниияя,,  аа  ввооггннууттааяя  ффууннккцциияя  ммииннииммааллььннооггоо..  



ТТООЧЧККИИ  ППЕЕРРЕЕГГИИББАА  

    

ТТооччккаа  0x   ннааззыыввааееттссяя    ттооччккоойй  ппееррееггииббаа  ффууннккццииии,,  еессллии  вв  ннееккооттоорроойй  ооккрреессттннооссттии  ддаанннноойй  

ттооччккии  ффууннккцциияя  ммеенняяеетт  ннааппррааввллееннииее  ввыыппууккллооссттии..  ННааппррииммеерр,,  ддлляя  ффууннккццииии  
3xy    ттооччккаа  

00 x ,,  ннааззыыввааееттссяя  ттооччккоойй  ппееррееггииббаа..    

  
  

ННееооббххооддииммооее  ууссллооввииее  ддлляя  ттооччккии  ппееррееггииббаа..  

  

ЕЕссллии  ттооччккаа  0x   ––  ттооччккаа  ппееррееггииббаа  ддлляя  ддииффффееррееннццииррууееммоойй  ффууннккццииии,,  ттоо    0 xf ..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::    

  

 

 
  0,

0

0,

0

0







xfxx

xf

xfxx

,,  

ЭЭттоо  ннееооббххооддииммооее,,  нноо  ннее  ддооссттааттооччннооее  ууссллооввииее  ддлляя  ттооччккии  ппееррееггииббаа..  ННааппррииммеерр,,  еессллии  

рраассссммооттррееттьь  ффууннккццииюю    4xxf  ,,  ттоо    00 f ,,  нноо  ттооччккаа  0x   ––  ттооччккаа  ммииннииммууммаа,,  тт..ее  ннее  

яяввлляяееттссяя  ттооччккоойй  ппееррееггииббаа..  

ЕЕссллии  жжее  рраассссммооттррееттьь  ффууннккццииюю    3 xxf  ,,  ттоо  ттооччккаа  0x   ––яяввлляяееттссяя  ттооччккоойй  ппееррееггииббаа,,  нноо  вв  

ээттоойй  ттооччккее  ннее  ссуущщеессттввууеетт  ввттооррааяя  ппррооииззввооддннааяя..  

  

ННееооббххооддииммооее  ии  ддооссттааттооччннооее    ууссллооввииее  ддлляя  ттооччккии  ппееррееггииббаа..  

ДДлляя  ттооггоо  ччттооббыы  ттооччккаа  0x   яяввлляяллаассьь  ттооччккоойй  ппееррееггииббаа,,  ннееооббххооддииммоо  ии  ддооссттааттооччнноо,,  ччттооббыы  вв  

ллююббоойй  ооккрреессттннооссттии     00 ; xx   ссуущщеессттввооввааллии  ттооччккии  21 xux ,,  ггддее     1 20, 0f x f x   ..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::  ддооппууссттиимм,,  ччттоо  ннааххооддииммссяя  вв   00 ; xx    ии    0 xf ,,    

                   00 ; xx   ии    0 xf ..    

ППоо  ооппррееддееллееннииюю,,  ттооччккаа  0x   яяввлляяееттссяя  ттооччккоойй  ппееррееггииббаа..  

  

ППРРААВВИИЛЛОО  ЛЛООППИИТТААЛЛЯЯ    

  

РРаассккррыыттииее  ннееооппррееддееллееннннооссттеейй  ввииддаа  
0

0
,,  



,,  0 ,,   ,,  

1 ,,  
0 ,,  

00 ..  

РРаассккррыыттииее  ннееооппррееддееллееннннооссттии  
0

0
  ии  




..  

ТТееооррееммаа  11..  ППууссттьь  ффууннккццииии  )()( xguxf   ооппррееддееллеенныы  ии  ннееппррееррыыввнныы  ннаа   ba;   ии  

0)(lim0)(lim 


xguxf
axax

,,  аа  ттааккжжее  )()( aguaf    ии  0)(  ag ,,  ттооггддаа  
( ) ( )

lim
( ) ( )x a

f x f a

g x g a





..  

X

Y
3xy 



ДДооккааззааттееллььссттввоо::  тт..кк..  0)(lim0)(lim 


xguxf
axax

,,  )()( aguaf  ,,  ттоо  вв  ттооччккее  ax    

ффууннккццииии  )()( xguxf   ннееппррееррыыввнныы  ии    ссллееддооввааттееллььнноо  0)()(  agaf ,,  ттооггддаа  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )
lim lim lim

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )x a x a x a

f x f x f a f x f a f a

g x g ag x g x g a x a g a

x a

  

 
   

  



..  

ТТееооррееммаа  22..  ППууссттьь  0)(lim0)(lim 


xguxf
axax

..  ЕЕссллии  ффууннккццииии  )()( xguxf   ооппррееддееллеенныы  ии  

ннееппррееррыыввнныы  ннаа   ba; ,,  ,0)(  af   ...,,0)(  af   
  0)(1  af n

,,  ,0)(  ag   

  ,0)(...,,0)( 1   agag n
  

  0)( ag n
,,  ттооггддаа    

 

 

( ) ( )
lim

( ) ( )

n

nx a

f x f a

g x g a
 ..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::  ррааззллоожжиимм  ффууннккццииюю  )()( xguxf   ппоо  ффооррммууллее  ТТееййллоорраа  

 
 

    
( )

!

n
n nf a

f x x a x x a
n

    ,,   
 

    
( )

!

n
n ng a

g x x a x x a
n

    ,,  ггддее  

       0 0x o x x u x o x x       ии  рраассссммооттрриимм    

 
   

 
   

 
 

 
 

 

 

( )
( )

( )( )

!( ) ( )!lim lim lim
( ) ( )

!!

n
nn

n

n nnx a x a x a
n

f a
f ax x a

xnf x f an

g x g ag a g a
xx x a

nn

 


  

 
    

 
  

 
  

 
 

..  

ТТееооррееммаа  33..  ППууссттьь  ффууннккццииии  )()( xguxf   ооппррееддееллеенныы  ии  ннееппррееррыыввнныы  ннаа   ;a   ии  

0)(lim0)(lim 


xguxf
xx

,,  )()( xguxf  ,,  .0)(  xg   ТТооггддаа    еессллии  
)(

)(
lim

xg

xf

x 





,,  ттоо  

ссуущщеессттввууеетт  ии    
)(

)(
lim

xg

xf

x 
  ии  

)(

)(
lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

xx 





..  

ДДооккааззааттееллььссттввоо::  РРаассссммооттрриимм    0
1

lim

1
;0,

,;

1

)(lim
0


























 t

f

a
tто

axесли

t
x

xf
tx

,,  ааннааллооггииччнноо  

0
1

lim)(lim
0











 t
gxg

tx
..  ППррииммеенниимм  ттееооррееммуу  11,,  тт..ее..  

 
 xg

xf

tt
g

tt
f

t
g

t
f

xg

xf

xttx 

































































lim
11

11

lim
1

1

lim
)(

)(
lim

2

2

00
..  

ТТееооррееммаа  44..  ППууссттьь  ффууннккццииии  )()( xguxf   ооппррееддееллеенныы  ии  ннееппррееррыыввнныы  ннаа   ;a   ии  




)(lim)(lim xguxf
axax

,,  )()( xguxf  ,,  .0)(  xg   ТТооггддаа    еессллии  
)(

)(
lim

xg

xf

ax 





,,  ттоо  

ссуущщеессттввууеетт  ии    
)(

)(
lim

xg

xf

ax
  ии  

)(

)(
lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

axax 





..  

  



ЗЗааммееччааннииее..  ННееооппррееддееллееннннооссттии  ввииддаа  0 ,,   ,,  
1 ,,  

0 ,,  
00   ччаассттоо  ууддааееттссяя  ссввеессттии  кк  ввииддуу  

0

0
  ииллии  




  сс  ппооммоощщььюю  ааллггееббррааииччеессккиихх  ппррееооббррааззоовваанниийй,,  аа  ззааттеемм  ппррииммееннииттьь  ппррааввииллоо  

ЛЛооппииттаалляя..  

11))  ППууссттьь      0xf ,,    xg   ппррии  ax ..  ТТооггддаа  ооччееввиидднныы  ссллееддууюющщииее  

ппррееооббррааззоовваанниияя::      









 0

0

)(/1

)(
lim0)()(lim

xg

xf
xgxf

axax
    ииллии  

    













 )(/1

)(
lim0)()(lim

xf

xg
xgxf

axax
..  

22))  ППууссттьь      xf ,,    xg   ппррии  ax ..  ТТооггддаа  ммоожжнноо  ппооссттууппииттьь  ттаакк::  

    






































 0

0

)()(

1

)(

1

)(

1

lim
)(/1

1

)(/1

1
lim)()(lim

xgxf

xfxg

xgxf
xgxf

axaxax
..  

33))  ППууссттьь  ииллии    1xf   ии    xg ,,  ииллии    xf   ии    0xg ,,  ииллии    0xf   ии  

  0xg   ппррии  ax ..  ДДлляя  ннааххоожжддеенниияя  ппррееддееллаа  ввииддаа  
)()(lim xg

ax
xf


  ууддооббнноо  

ппррееддссттааввииттьь    ффууннккццииюю    )()( xgxfx    вв  ввииддее     xfxgex ln)( ..  

    

ААССИИММППТТООТТЫЫ  ФФУУННККЦЦИИИИ  

ВВееррттииккааллььнныыее  аассииммппттооттыы..    

ООппррееддееллееннииее..  ППрряяммааяя  ax    ннааззыыввааееттссяя  ввееррттииккааллььнноойй  аассииммппттооттоойй  ддлляя  ффууннккццииии   xfy  ,,  

еессллии    




xf

ax
или

ax

0

0
lim ..  ВВееррттииккааллььнныыее  аассииммппттооттыы  ббыыввааюютт  вв  ооккрреессттннооссттии  ттооччеекк  ррааззррыывваа  

ввттооррооггоо  ррооддаа..    

  

РРаассссммооттрриимм  ттооччккии  АА  ии  ВВ  сс  ккооооррддииннааттааммии    xfxA ;   ии  

  xfaB ; ..  ТТооггддаа  

         ,0;
22

 axxfxfaxBAd   ппррии  ax ..  

ССллееддооввааттееллььнноо,,  еессллии  ппрряяммааяя  x a   яяввлляяееттссяя    ввееррттииккааллььнноойй  

аассииммппттооттоойй,,  ттоо   ; 0d A B    ппррии  ax   

  

  

  

  

  

  

  

  

ГГооррииззооннттааллььнныыее  аассииммппттооттыы..    

ООппррееддееллееннииее..  ППрряяммааяя  Ay    ннааззыыввааееттссяя  ггооррииззооннттааллььнноойй  аассииммппттооттоойй  ддлляя  ффууннккццииии  

 xfy  ,,  еессллии    Axf

x
или
x






lim ..    

ВВ  

yy  

xx  ==  аа  

 xf   
АА  

xx  xx  аа  



РРаассссммооттрриимм  ттооччккии  СС  ии  ВВ  сс  ккооооррддииннааттааммии    xfxC ;   ии   AxB ; ..  ТТооггддаа  

         ,0;
22

 AxfAxfxxBCd   ппррии  x ,,  еессллии  ппрряяммааяя  Ay    

яяввлляяееттссяя  ггооррииззооннттааллььнноойй  аассииммппттооттоойй..  

          

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

ННааккллоонннныыее  аассииммппттооттыы..    

ООппррееддееллееннииее..  ППрряяммааяя  bkxy    ннааззыыввааееттссяя  ннааккллоонннноойй  аассииммппттооттоойй  ддлляя  ффууннккццииии   xfy 

,,  еессллии  ээттуу  ффууннккццииюю  ммоожжнноо  ппррееддссттааввииттьь  вв  ввииддее::      

   xbkxxf  ,,                ((11))  

ггддее    0lim 




x

x
или
x

 ,,  ииллии       0lim 


bkxxf
x

..  

ИИзз  ддааннннооггоо  ооппррееддееллеенниияя  ссллееддууеетт,,  ччттоо  еессллии  ооббее  ччаассттии  ((11))  ррааззддееллииттьь  ннаа  x ,,  ттоо  ппооллууччиимм  
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x

xf 
 ,,    

 
k

x

xf

x



lim ,,  ггддее  k ––  ккооннееччннооее  ччииссллоо..  ООссттааееттссяя  ннааййттии  b ..  РРаассссммооттрриимм  

ппррееддеелл  ррааззннооссттии       lim lim
x x

f x kx b x b
 

    ..  ССллееддооввааттееллььнноо,,    lim
x

b f x kx


  ..  

  

ННаа  ддаанннноомм  ррииссууннккее  ооссьь  ааббссцциисссс  яяввлляяееттссяя  ггооррииззооннттааллььнноойй  

аассииммппттооттоойй,,  аа  ооссьь  ооррддииннаатт  ––  ввееррттииккааллььнноойй;;  

  ппррии  0x ,,    xf ;;  

            ппррии  x ,,    0xf ..  

  

  

  

  

  

  

  

ППррииммеерр..  ННааййттии  аассииммппттооттыы  ггррааффииккаа  ффууннккццииии  
22 5 2x x

y
x

 
 ..  

РРеешшееннииее..    

11))  ННааххооддиимм  ввееррттииккааллььнныыее  аассииммппттооттыы..    

ТТооччккаа  0x  --ттооччккаа  ррааззррыывваа  IIII  ррооддаа  ии   
0

lim
x

f x


  ,,   
0

lim
x

f x


    ооссьь  ооррддииннаатт  

яяввлляяееттссяя  ввееррттииккааллььнноойй  аассииммппттооттоойй..  

22))  ННааххооддиимм  ггооррииззооннттааллььнныыее  аассииммппттооттыы..  
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  ТТаакк  ккаакк  
2 ,2 5 2 2

lim lim 2 5
,x x

x x

xx x
x

xx x 
 

     
     

    
,,  ттоо  ооттссююддаа  ссллееддууеетт,,  ччттоо  

ггооррииззооннттааллььнныыхх  аассииммппттоотт  ннеетт..  

33))  ННааххооддиимм  ннааккллоонннныыее  аассииммппттооттыы..  

  
 

2

5 2
lim lim 2 2
x x
x

f x
k

x x x 


 
     

 
,,    

  
2 22 5 2 2 2

lim lim lim 5 5
x x x
x

x x x
b f x kx

x x  


     
          

  
  ооттссююддаа  ссллееддууеетт,,  ччттоо  

ппрряяммааяя  2 5y x    яяввлляяееттссяя  ннааккллоонннноойй  аассииммппттооттоойй..  

44))  ННааххооддиимм  ттооччккии  ппеерреессееччеенниияя  ггррааффииккаа  сс  ооссььюю  ааббссцциисссс..  
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 
    


     0,5; 0 2; 0u   ттооччккии  ппеерреессееччеенниияя  

ггррааффииккаа  ффууннккццииии  сс  ооссььюю  ааббссцциисссс..    

55))  ННааххооддиимм  ззннааччеенниияя  ффууннккццииии  вв  ттооччккаахх  ммааккссииммууммаа  ии  ммииннииммууммаа..  

ТТаакк     min min1 1 1x f x f       ии     max max1 1 9x f x f       ..  

УУччииттыыввааяя  ээттии  ууссллооввиияя,,  ммоожжнноо  ппооссттррооииттьь  ггррааффиикк  ффууннккццииии  
22 5 2x x
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